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Entanglement	
  as	
  a	
  resource	
  

Goal: 	
  minimize	
  weirdness	
  of	
  entanglement	
  
	
  opera&onal	
  characteriza&on	
  	
  
	
  of	
  strengths	
  &	
  limita&ons	
  
	
  	
  

Abundant	
  applica&ons:	
  
–  Informa(on	
  theory	
  (LOCC)	
  

(Chitambar,	
  Monday;	
  Li,	
  Tuesday)	
  

–  Quantum	
  founda(ons	
  
(Palazuelos,	
  Monday)	
  

–  Device-­‐independent	
  cryptography	
  	
  
(Colbeck;	
  V.,	
  Wednesday)	
  

–  Tes(ng	
  of	
  quantum	
  systems	
  	
  
(Reichardt,	
  Monday)	
  

–  Condensed-­‐ma@er	
  physics	
  	
  
(Schuch,	
  Thursday;	
  Brandao;	
  Landau,	
  Friday)	
  

	
  

	
  

[PR’98]	
  



The	
  typical	
  scenario	
  

•  Two	
  or	
  more	
  quantum	
  mechanical	
  systems	
  
–  Implicitly	
  known	
  

(e.g.	
  many-­‐body	
  Hamiltonian)	
  

–  Par&ally	
  characterized	
  
(e.g.	
  bounded	
  dimension)	
  

–  Completely	
  unknown	
  
(e.g.	
  adversarial	
  system	
  in	
  crypto)	
  

	
  	
  
•  Local	
  measurements	
  on	
  each	
  system	
  

–  Can	
  be	
  known	
  (e.g.	
  measure	
  energy;	
  tomography)	
  

–  Or	
  not	
  (device-­‐independent	
  crypto;	
  tes&ng;	
  
	
  Bell	
  inequality	
  viola&ons)	
  

	
  	
  
•  User	
  interacts	
  and	
  collects	
  sta&s&cs	
  

–  Given	
  system	
  descrip&on,	
  predict	
  sta&s&cs?	
  
–  Given	
  observed	
  sta&s&cs,	
  reverse-­‐engineer	
  system	
  ??	
  



Mul&player	
  games	
  

	
  	
  
•  Basic	
  ques&on:	
  given	
  game,	
  what	
  is	
  the	
  maximum	
  probability	
  of	
  acceptance?	
  

–  Given	
  Bell	
  inequality,	
  what	
  is	
  the	
  largest	
  possible	
  viola(on?	
  

Ex:	
  “CHSH	
  game”:	
  random	
  ques&ons	
  𝑥,𝑦∈{0,1};	
  check	
  answers	
  𝑎⊕𝑏=𝑥∧𝑦.	
   ​𝜔↑∗ 
(𝐺)≈0.85…	
  

–  Does	
  there	
  exist	
  a	
  tripar(te	
  entangled	
  state	
  sa(sfying	
  certain	
  constraints?	
  
	
  	
  

•  Meta	
  ques&on:	
  	
  What	
  is	
  the	
  complexity	
  of	
  compu&ng	
  ​𝜔↑∗ (𝐺)?	
  
	
   	
  	
  	
  	
  	
  (is	
  there	
  an	
  efficient	
  algorithm?)	
  	
  

Model	
  interac&on	
  of	
  classical	
  “referee”	
  
with	
  quantum	
  “players”	
  
•  Referee	
  asks	
  ques&ons;	
  players	
  answer	
  
•  Referee	
  decides	
  to	
  accept/reject	
  
	
  	
  

​𝜔↑∗ (𝐺)	
  :=	
  max.	
  prob.	
  acceptance	
  	
  
	
  	
  op&mize	
  over	
  all	
  states	
  and	
  all	
  measurements	
   Good!	
  Wrong!!	
  



The	
  complexity	
  of	
  entangled	
  games	
  

•  Sounds	
  pre?y	
  hard…	
  
–  Op&mize	
  over	
  all	
  states	
  and	
  all	
  measurements	
  (no	
  a	
  priori	
  dimension	
  bound!)	
  

–  Years	
  of	
  experience	
  have	
  not	
  brought	
  many	
  algorithms	
  	
  
(max.	
  viola&on	
  of   ​𝐼↓3322 	
  inequality	
  only	
  known	
  to	
  7	
  digits;	
  tripar&te	
  sekng	
  seems	
  out	
  of	
  reach)	
  

–  [KKTMV,IKM’09]	
  Exact	
  computa&on	
  NP-­‐hard	
  (Two	
  players,	
  2	
  bit-­‐answers)	
  

•  But	
  some	
  successes:	
  
–  [CHTW’04]	
  2-­‐player	
  XOR	
  games	
  (correla&on	
  inequali&es):	
  exact	
  algorithm	
  SDP-­‐based	
  

–  [CJPP;RV’12]	
  2-­‐player	
  quantum	
  XOR	
  games:	
  approxima&on	
  algorithm,	
  SDP-­‐based	
  

–  [KRT’10]	
  Unique	
  games:	
  approxima&on	
  algorithm,	
  SDP-­‐based	
  

–  [PNA;DLTW’09]	
  General	
  1-­‐round	
  games:	
  hierarchy	
  of	
  SDPs,	
  but	
  no	
  convergence	
  bound	
  

–  [Pre’07;Ito’12]	
  Linear	
  program	
  for	
  no-­‐signaling	
  strategies	
  
	
  	
  

•  Main	
  result:	
  	
  	
  no	
  constant-­‐factor	
  approxima&on	
  algorithm	
  for	
   ​𝜔↑∗ 	
  	
  
	
  	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  →	
  hard	
  to	
  dis&nguish	
  ​𝜔↑∗ (𝐺)≥0.99	
  from	
   ​𝜔↑∗ (𝐺)≤0.01	
  
	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (unless	
  NP	
  ⊆	
  DTIME( ​2↑polylog  𝑛 )	
  )	
  

For	
  any	
  answer	
  from	
  Alice,	
  there	
  is	
  
a	
  unique	
  correct	
  answer	
  for	
  Bob	
  
(and	
  vice-­‐versa)	
  

max  Tr( ​𝐴↓0 ⋅𝑋)	
  
s.t.    Tr(​𝐴↓𝑖 ⋅𝑋)= ​𝑏↓𝑖 	
  
𝑋≥0	
  

Given	
  game	
  𝐺,	
  how	
  hard	
  is	
  it	
  to	
  compute	
  ​𝜔↑∗ (𝐺)?	
  ,	
  how	
  hard	
  is	
  it	
  to	
  compute	
  ​𝜔↑∗ (𝐺)?	
  



Showing	
  hardness:	
  interac&ve	
  proof	
  systems	
  

•  Let	
  𝐿	
  be	
  a	
  “hard”	
  language	
  (e.g.	
  3-­‐SAT),	
  𝜑	
  an	
  instance	
  (formula)	
  

•  Goal:	
  dis&nguishing	
   ​𝜔↑∗ (𝐺)≥0.99	
  from	
   ​𝜔↑∗ (𝐺)≤0.01	
  is	
  as	
  
hard	
  as	
  deciding	
  𝐿	
  

	
  
	
  
	
  
	
  

	
  
	
  	
  

	
  MIP*	
  =	
  {	
  𝐿	
  s.t.	
  ∃𝑥​→𝐺↓𝑥 	
  computable	
  in	
  &me	
  poly(|𝜑|)	
  }	
  	
  s.t.	
  ∃𝑥​→𝐺↓𝑥 	
  computable	
  in	
  &me	
  poly(|𝜑|)	
  }	
  
	
  	
  
!!	
  Protocol	
   ​𝐺↓𝑥 ,	
  input	
  size	
  =	
  |𝑥|≈	
  size(circuit	
  for	
  ​𝑅↓𝑥 )	
  	
  	
  	
  	
  Game	
  𝐺,  input	
  size	
  
=	
  |Q||A|	
  

•  Polynomial-­‐&me	
  algorithm	
  for	
   ​𝜔↑∗ (𝐺)	
  	
  ↔	
  	
  MIP*	
  ⊆	
  EXP	
  	
  

•  NP-­‐hardness	
  of	
  approxima&ng	
   ​𝜔↑∗ (𝐺)	
  	
  ↔	
  	
  NEXP	
  ⊆	
  MIP*	
  
	
  	
  

What	
  is	
  the	
  complexity	
  of	
  MIP*?	
  
(Classical	
  analogue:	
  MIP	
  =	
  same	
  but	
  restricted	
  to	
  classical	
  strategies)	
  

	
  
	
  

𝜑	
  	
   ​𝐺↓𝜑 	
  

SAT	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
          ⇒     	
   ​    𝜔↑∗ (𝐺)≥0.99	
  
UNSAT	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ⇒ 	
  	
   ​  𝜔↑∗ (𝐺)≤0.01	
  	
  

​𝑥↓1 ∨​𝑥↓2 ∨​​𝑥↓5  	
  
​𝑥↓3 ∨​𝑥↓5 ∨​​𝑥↓2  	
  

​​𝑥↓1  ∨​𝑥↓4 ∨​​𝑥↓2  	
  

|Q|	
  could	
  be	
  exp(|𝑥|)	
  



Some	
  known	
  results	
  
MIP	
  

	
  	
  

•  NEXP	
  ⊆	
  MIP	
  [BFL’91]	
  

•  MIP	
  ⊆	
  NEXP	
  [Folklore]	
  

•  Restricted	
  classes:	
  
–  MIP	
  =	
  MIP(2	
  provers,	
  1	
  round,	
  

const.	
  answer	
  length)	
  

– ⊕MIP	
  =	
  NEXP	
  [Has’01]	
  

MIP*	
  
	
  	
  	
  

•  MIP(1	
  prover)=PSPACE	
  ⊆	
  

MIP*	
  	
  

•  MIP*	
  ⊆	
  	
  ??	
  

•  ⊕MIP*	
  ⊆	
  PSPACE	
  
[CHTW’04,Weh’06]	
  

(Efficient	
  algorithm	
  follows	
  from	
  
semidefinite	
  programming)	
  

•  MIP*	
  =	
  MIP*(1	
  round)	
  [Ito’12]	
  	
  

•  Number	
  of	
  provers?	
  

MIPns	
  	
  	
  	
  (no-­‐signaling	
  strategies)	
  
	
  	
  

•  MIPns	
  	
  ⊆	
  EXP	
  [Pre’07]	
  (LP	
  
formula&on)	
  

•  MIPns	
  (2,1)	
  ⊆	
  PSPACE	
  [Ito’12]	
  



NEXP	
  ⊆	
  MIP*:	
  entanglement	
  does	
  not	
  weaken	
  the	
  power	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  mul&-­‐prover	
  interac&ve	
  proofs	
  

	
  

•  Constant-­‐factor	
  NP	
  hardness	
  for	
   ​𝜔↑∗ (𝐺)	
  in	
  3-­‐player,	
  poly-­‐round	
  games	
  	
  
(under	
  quasi-­‐polynomial	
  reduc&ons)	
  

•  Can	
  reduce	
  to	
  4-­‐prover,	
  1-­‐round,	
  factor	
  (1+1/polylog(|Q|))	
  (using	
  [Ito’12])	
  
	
  	
  
•  Proof	
  based	
  on	
  [BFL’91]	
  protocol	
  showing	
  NEXP	
  ⊆	
  MIP	
  	
  

–  poly-­‐round	
  sum-­‐check	
  test	
  with	
  one	
  of	
  the	
  provers	
  [LFKN]	
  

–  single-­‐round	
  mul(linearity	
  test	
  with	
  three	
  provers	
  

•  Key	
  point:	
  soundness	
  of	
  mul&linearity	
  test	
  against	
  entangled	
  provers	
  
–  Show	
  test	
  “immune”	
  to	
  collusion	
  from	
  entanglement	
  

Thm:	
   	
  Every	
  language	
  in	
  NEXP	
  has	
  a	
  3-­‐prover,	
  poly-­‐round	
  
	
  proof	
  system	
  sound	
  against	
  entangled	
  provers	
  

	
  



Using	
  mul&ple	
  provers	
  
•  Given	
  a	
  system	
  of	
  linear	
  equa&ons	
  over	
  ​𝔽↓2 ={0,1}	
  

	
  

•  Is	
  there	
  an	
  assignment	
  sa&sfying	
  most	
  equa&ons?	
  	
  
	
  	
  

•  Idea	
  1:	
  ask	
  for	
  best	
  solu&on	
  ( ​𝑢↓1 , ​𝑢↓2 ,…, ​𝑢↓9 )	
  
–  Works,	
  but	
  lots	
  of	
  communica&on	
  prover	
  →	
  referee	
  
–  Goal	
  =	
  check	
  for	
  existence	
  of	
  good	
  solu&on…	
  no	
  need	
  to	
  see	
  it!	
  
	
  	
  

•  Idea	
  2:	
  Suppose	
  we	
  knew	
  provers:	
  (​𝑥↓1 ,…, ​𝑥↓9 )↦ ​𝑢⋅𝑥=𝑢↓1 ​𝑥↓1 +⋯ ​𝑢↓9 ​𝑥↓9 	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  →	
  they	
  return	
  evalua&on	
  of	
  eq.	
  ( ​𝑥↓𝑖 )	
  at	
  solu&on	
  ( ​𝑢↓𝑖 )	
  

(​𝐸↓1 ):    ​𝑢↓1   +       ​𝑢↓2   +     ​𝑢↓3         =    0 	
  	
  	
  	
   ​(​𝐸↓4 ):    𝑢↓1   +       ​𝑢↓4   +     ​𝑢↓7         =    0	
  	
  	
  
(​𝐸↓2 ):    ​𝑢↓4   +       ​𝑢↓5   +     ​𝑢↓6         =    0 	
  	
  	
  	
   ​(​𝐸↓5 ):    𝑢↓2   +       ​𝑢↓5   +     ​𝑢↓8         =    0	
  	
  	
  
(​𝐸↓3 ):    ​𝑢↓7   +       ​𝑢↓8   +     ​𝑢↓9         =    1 	
  	
  	
  	
   ​(​𝐸↓6 ):    𝑢↓3   +       ​𝑢↓6   +     ​𝑢↓9         =    0	
  	
  	
  

(some	
  𝑢,	
  most	
  𝑥)	
  



•  Given	
  a	
  system	
  of	
  linear	
  equa&ons	
  over	
  ​𝔽↓2 ={0,1}	
  

	
  

•  Idea	
  2:	
  Suppose	
  we	
  knew	
  provers:	
  (​𝑥↓1 ,…, ​𝑥↓9 )↦ ​𝑢↓1 ​𝑥↓1 +⋯ ​𝑢↓9 ​𝑥↓9 	
  	
  

	
  	
  

•  Referee	
  can	
  check	
  sa&sfiability	
  without	
  seeing	
  solu&on!	
  
•  Catch:	
  how	
  do	
  we	
  check	
  provers:	
  (​𝑥↓1 ,…, ​𝑥↓9 )↦𝑢⋅𝑥	
  	
  	
  (for	
  unknown	
  𝑢!)	
  

	
  

-­‐	
  Random	
  𝑥=(​𝑥↓1 ,…, ​𝑥↓9 )	
  
-­‐	
  Random	
  eq.	
  (𝐸)	
  →coeffs   ​(𝑦↓𝑖 )	
  )	
  →coeffs   ​(𝑦↓𝑖 )	
  

𝑥	
  	
  

𝑢⋅𝑥	
  	
  
𝑥+𝑦	
  	
   𝑢⋅(𝑥+𝑦)	
  

𝑢⋅𝑥+𝑢⋅(𝑥+𝑦)=𝑢⋅𝑦��

 
=  r.h.s.	
  of	
  (𝐸)?	
  )?	
  

(​𝐸↓1 ):    ​𝑢↓1   +       ​𝑢↓2   +     ​𝑢↓3         =    0 	
  	
  	
  	
   ​(​𝐸↓4 ):    𝑢↓1   +       ​𝑢↓4   +     ​𝑢↓7         =    0	
  	
  	
  
(​𝐸↓2 ):    ​𝑢↓4   +       ​𝑢↓5   +     ​𝑢↓6         =    0 	
  	
  	
  	
   ​(​𝐸↓5 ):    𝑢↓2   +       ​𝑢↓5   +     ​𝑢↓8         =    0	
  	
  	
  
(​𝐸↓3 ):    ​𝑢↓7   +       ​𝑢↓8   +     ​𝑢↓9         =    1 	
  	
  	
  	
   ​(​𝐸↓6 ):    𝑢↓3   +       ​𝑢↓6   +     ​𝑢↓9         =    0	
  	
  	
  

Using	
  mul&ple	
  provers	
  

(some	
  𝑢,	
  
	
  	
  most	
  𝑥)	
  



The	
  Blum-­‐Luby-­‐Rubinfeld	
  linearity	
  test	
  

•  Three	
  provers,	
  apply	
  same	
  func&on	
  	
  𝑓:​    𝔽↓2↑𝑛 →​𝔽↓2 	
  
•  Goal:	
  test	
  𝑓	
  linear:	
  is	
  𝑓(𝑥)=𝑢⋅𝑥  for	
  some	
  𝑢∈ ​  𝔽↓2↑𝑛 ?	
  
	
  

Theorem	
  (BLR).	
  Suppose	
  provers	
  succeed	
  w.p.	
  1−𝜖.  	
  
Then	
  ∃𝑢	
  s.t.	
  𝑓(𝑥)=𝑢⋅𝑥  	
  for	
  at	
  least	
  1−6𝜖	
  frac&on	
  of	
  𝑥	
  	
  s.t.	
  𝑓(𝑥)=𝑢⋅𝑥  	
  for	
  at	
  least	
  1−6𝜖	
  frac&on	
  of	
  𝑥	
  	
  frac&on	
  of	
  𝑥	
  	
  
	
  

𝑥	
  
𝑦	
   𝑥+𝑦	
  

Check:	
  𝑐=𝑎+𝑏	
  	
  
𝑢⋅(𝑥+𝑦)=𝑢⋅𝑥+𝑢⋅𝑦	
  

𝑎=𝑓(𝑥)	
   𝑏=𝑓(𝑦)	
   𝑐=𝑓(𝑥+𝑦)	
  

Proof. 	
  (1)	
  	
  Success	
  1−𝜖  ⇒∃𝑢,   ​|𝑓(𝑢)| ≥1−2𝜖.	
  
	
  (2)	
  	
  𝑓	
  and	
  𝑢⋅𝑥  agree	
  on	
  all	
  but	
  𝜖	
  frac&on	
  of	
  𝑥.	
  

Select	
  random	
  𝑥,𝑦	
  



The	
  entangled-­‐prover	
  linearity	
  test	
  

•  To	
  answer  𝑥∈ ​  𝔽↓2↑𝑛 ,	
  prover	
  measures	
  |Ψ〉	
  using  { ​𝐴↓𝑥↑0 ,   ​
𝐴↓𝑥↑1 }	
  

𝑝​𝑎,𝑏,𝑐⁠𝑥,𝑦,𝑧 =〈Ψ|​𝐴↓𝑥↑𝑎 ⊗ ​𝐴↓𝑦↑𝑏 ⊗ ​𝐴↓𝑧↑𝑐 |Ψ〉	
  
	
  	
  

•  Goal:	
  test	
  A	
  linear	
  ??	
  	
  No	
  fixed	
  func&on!	
  
–  Randomness	
  is	
  irreducible	
  component	
  of	
  quantum	
  strategy	
  

–  Sample	
  strategy:	
  

	
   	
  	
  |𝜓〉=∑𝑢↑▒|𝑢〉|𝑢〉|𝑢〉 ,	
   ​𝐴↓𝑥↑𝑎 =∑𝑢:𝑢⋅𝑥=𝑎↑▒|
𝑢〉〈𝑢| 	
  
→	
  Passes	
  test	
  with	
  probability	
  1	
  

𝑥	
   𝑦	
   𝑥+𝑦	
  

Check:	
  𝑐=𝑎+𝑏	
  	
  

𝑎	
   𝑏	
   𝑐	
  

Select	
  random	
  𝑥,𝑦	
  

Lemma.	
  Suppose	
  provers	
  succeed	
  w.p.	
  1−𝜖.  	
  
Then	
  ∃    𝑢  	
  	
  	
  	
  s.t.	
  provers	
  are	
      𝜖-­‐indis(nguishable	
  from:	
  	
  -­‐indis(nguishable	
  from:	
  	
  

	
  (i)	
  measure	
  using	
  { ​𝑀↑𝑢 },	
  get	
  same	
  𝑢	
  w.h.p.	
  	
  
	
  (ii)	
  answer	
  𝑥	
  with	
  u⋅𝑥	
  	
  with	
  u⋅𝑥	
  	
  

√
𝜖	
  

( ​
𝑝↓
𝑢 )	
  

​
{𝑀
↑𝑢 }	
  	
  



The	
  entangled-­‐prover	
  linearity	
  test	
  

•  { ​𝑀↑𝑢 }	
  independent	
  of	
  𝑥	
  :	
  could	
  measure	
  before	
  game	
  starts	
  
→	
  We	
  iden&fied	
  a	
  basis	
  in	
  which	
  the	
  provers	
  are	
  classical	
  

	
   	
  	
  	
  

•  {​𝑀↑𝑢 }	
  easy	
  to	
  define!	
  	
  ​𝑀↑𝑢 = ​​|​𝐴(𝑢) |↑2 =  |E↓𝑥 [​(−1)↑𝑢⋅𝑥 ​𝐴↓𝑥 ]​​​
|↑2 	
  	
  	
  

•  Work	
  is	
  in	
  rela&ng	
  new	
   ​{𝑀↑𝑢 }-­‐provers	
  to	
  original	
  { ​𝐴↓𝑥↑𝑎 }-­‐provers	
  
•  Indis&nguishable?	
  	
  

–  Need	
  strong	
  enough	
  no&on	
  to	
  extend	
  to	
  bigger	
  proof	
  system	
  	
  
–  Cannot	
  hope	
  for	
  too	
  much	
  (e.g.	
  operator	
  norm)	
  
–  We	
  use	
  consistency:	
  	
  	
  ​E↓𝑥 ∑𝑢,𝑎:  𝑢⋅𝑥≠𝑎↑▒  〈Ψ|​𝐴↓𝑥↑𝑎 ⊗ ​𝑀↑𝑢 ⊗Id|Ψ〉
≤𝜖 	
  

Lemma.	
  Suppose	
  provers	
  succeed	
  w.p.	
  1−𝜖.  	
  
Then	
  ∃  { ​𝑀↑𝑢 }	
  s.t.	
  provers	
  are	
  √𝜖-­‐indis(nguishable	
  from:	
  	
  -­‐indis(nguishable	
  from:	
  	
  

	
  (i)	
  measure	
  using	
  { ​𝑀↑𝑢 },	
  get	
  same	
  𝑢	
  w.h.p.	
  	
  
	
  (ii)	
  answer	
  𝑥	
  with	
  u⋅𝑥	
  	
  with	
  u⋅𝑥	
  	
  



Summary	
  
•  Approxima&ng	
  the	
  entangled	
  value	
  ​𝜔↑∗ (𝐺)	
  of	
  a	
  mul&player	
  game	
  is	
  

computa&onally	
  hard:	
  MIP	
  =	
  NEXP	
  ⊆	
  MIP*	
  

•  Proof:	
  linearity/mul&linearity	
  tests	
  are	
  “entanglement-­‐robust”	
  

•  What	
  is	
  the	
  importance	
  of	
  the	
  number	
  of	
  provers?	
  
–  What	
  is	
  the	
  complexity	
  of	
  2-­‐prover	
  MIP?	
  
	
  	
  

•  Constant	
  answer	
  size,	
  constant	
  rounds,	
  constant	
  soundness?	
  
–  Would	
  give	
  some	
  analogue	
  of	
  classical	
  PCP	
  theorem	
  [V.,	
  in	
  prepara&on]	
  
	
  	
  

•  Is	
  there	
  a	
  more	
  direct	
  argument?	
  (de	
  Finek	
  theorems?)	
  
	
  	
  

•  Use	
  of	
  linearity/mul&linearity	
  tests	
  in	
  other	
  sekngs	
  
–  Soundness	
  against	
  entangled	
  players	
  should	
  be	
  useful	
  elsewhere	
  

Ques&ons	
  



Thank	
  you!	
  

	
  	
  	
  	
  Financial	
  support	
  from	
  
	
  
	
  



•  Tests	
  that	
  𝑓:​𝔽↓𝑚↑𝑛 →​𝔽↓𝑚 	
  is	
  linear	
  in	
  each	
  variable	
  
– 𝑛=2:𝑓(𝑥,𝑦)=𝑎𝑥𝑦+𝑏𝑥+𝑐𝑦+𝑑	
  

•  Test:	
  pick	
  a	
  coordinate	
  𝑖∈[𝑛]	
  and	
  check	
  linearity	
  in	
  𝑖-­‐th	
  direc&on	
  -­‐th	
  direc&on	
  

•  Analysis:	
  by	
  induc&on	
  

–  Reconstruct	
  linear	
  approxima&ons	
  𝑓(𝑥,𝑦)≈​ℓ𝓁↓𝑦 (𝑥)	
  for	
  every	
  fixed	
  𝑦	
  
–  Interpolate	
  to	
  recover	
  𝑓(𝑥,𝑦)≈bilin(x,y)	
  

•  Error	
  blows	
  up:	
  key	
  step	
  of	
  ``self-­‐correc&on’’	
  
–  Challenging	
  step	
  in	
  the	
  entangled-­‐prover	
  case	
  

The	
  mul&linearity	
  test	
  

Theorem.	
  Suppose	
  provers	
  succeed	
  w.p.	
  1−𝜖  in	
  ML-­‐test	
  
Then	
  ∃  { ​𝑀↑𝑔 }	
  s.t.	
  provers	
  are	
   ​(𝜖↑𝑐 ⋅ ​𝑛↑𝑑 + ​𝑛↑𝑒 /𝑚)  –indist.	
  from:	
  	
  

	
  (i)	
  measure	
  using	
  { ​𝑀↑𝑔 },	
  get	
  same	
  𝑢	
  w.h.p.	
  	
  
	
  (ii)	
  answer	
  𝑥	
  with	
  𝑔(𝑥)	
  	
  with	
  𝑔(𝑥)	
  


